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Interesting uses of trigonometric inequalities

ANTONIA, COSAR® Abstract

YCOLEGIUL NATIONAL ”VASILE LUCACIU”, BAIA A wise saying tells us that we ought to love our enemies

MARE, ROMANIA despite the sorrow they’ve put us through. Thus, I chose
to give trigonometry one more chance and I ended up

Email addresses: cosarantoniamaria@gmail.com being introduced to a whole other side of it, which helped

(ANTONIA, COSAR) me understand it at a much deeper level.

Through trigonometry, we are able to create unexpected
bridges between algebra and geometry, fact that gives
a rather unique magic to it.
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1. Introducere

Tinta materialului de fata este sa prezinte cititorului doua dintre metodele mai putin cunoscute, dar
totusi des intalnite, de demonstrare a inegalitatilor sau a identitatilor trigonometrice.
Notatiile sunt cele cunoscute:

* a,b,c— laturile triungiului ABC

« A, B,C — unghiurile triunghiului ABC

» R —raza cercului circumscris trunghiului ABC

« r —raza cercului inscris triunghiului ABC.

Simbolul }  este folosit in mod obisnuit, parcurgand toate elementele triunghiului care sunt precizate.
De exemplu, Z a=a+b+c.
2. Inegalitati cu substitutii
Propozitia 2.1. Daci A+ B + C = kr,k € Z, A, B,C # (2k + 1)%, atunci

tanA+tan B +tanC =tan Atan BtanC.

Propozitia 2.2. Dacd z,y,z € (0,1) si xy + yz + zx = 1, atunci exista un triunghi ascutitunghic
ABC, astfel incat x = tan Y= tan 5 A= tan PR

Proof. Deoarece z,y, z € (0, 1), rezulta ca exista «, 8, v € <0 , %) astfel incat

r =tana
y=tanp (1)
z =tan~y
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. < < 1-— .
Din ipoteza rezulta ca = = yz, deci
z
1 —tanGtan~y
tan= ——————— = cot .
tan Stan 8 (B+7)

Deoarecea,g—(ﬁ—s—a) € (0,%),ob’ginema: g—(ﬁ—l—a),decia—i—ﬂ—i—fy: g.AlegemA:Qa,B:
25,0:27.AtunciA+B+C:7r§iA,B7C€((Lg). 0

Propozitia 2.3. Dacd x,y,z € (0,00) $1 x + y + z = wzyz, atunci exista un triunghi ascutitunghic
ABC, astfel incat x =tan A, y = tan B, z = tan C.

Proof.
Tz =tan o
y=tanp (2)
z =tan~y
Presupunand ci yz = 1, din ipoteza obtinem y + z = 0, deci y?> = —1, fals. Ca urmare, yz # 1 si din
tan g + tan~y

. v y+z .
1poteza avem x = ,decitanog = ——————
yz—1 tan Stanvy — 1

sau echivalent tan(—a) = tan(s + 7). Rezultd

3 .
B+~v=—-a+kmkeZ.Cama+ B+~ € <0,;),varezultakz:1,dec1oz+ﬁ+7:7r. Alegem

A = a,B = j8,C = v si proprietatea este demonstrata.
O

Propozitia 2.4. Dacd z,y,z € (0,00) si 2% + y* + 22 + ayz = 4, atunci existd A,B,C € [0, ), cu
A+ B+ C = m,astfel incat x = 2cos A,y = 2cos B,z = 2cos C.

Proof. Deoarece x,y,z > 0, din relatia datd deducem ca 0 < = < 2,0 < y < 2. Atunci putem gasi
A, B € [0, §), astfel incat

{ xr=2cos A 3)

y=2cosB

Ecuatia 22 + zyz + 22 + y? — 4 = 0, cu necunoscuta z, are discriminantul § = (4 — 2%)(4 — 3?) =
. . . —4cos Acos B +4sin Asin B
16sin? Asin®> B > 0. Deci z =

2
undeC =7 — A — B.

. Alegem z = —2cos(A + B) = 2cosC,

O
Problema 2.1. Aradtati ca pentru toate valorie admisibile ale variabilelor a, b, c € R are loc relatia

a—> b—c c—a a—b b—c c—a

1+ab+1+bc+1+ac_1—|—ab'1+bc‘1+ac

tanu — tanv

1+tanutanv’
Existd z,y,z € (-5, §), astfel iIncat « = tanz,b = tany, c = tanz . Relatia datd devine tan(z — y) +

tan(y — z) + tan(z — z) = tan(z — y) - tan(y — 2) - tan(z — x) , care este adevarata conform Propozitiei
2.1, cu conditia (z —y) + (y — 2) + (z —z) = 0.

Solutie. Se observa de la o posta ca ar trebui sd ne folosim de relatia tan(uv — v) =

Problema 2.2. Fier,y,z € (0,1), astfel incat zy + yz + 2z = 1. Aratati cd =z + 1—yy2 + 152 > %
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Solutie. Din Propozitia 2.2 rezulta ca exista un triunghi ABC ascutitunghic astfel incat

A
xr = tan —
2
B
C
z = tan —
2

Din convexitatea functiei tangente pe intervalul (0, 5) deducem ci

tan (A + B+ C’) < tan(A) + tan(B) + tan(C)'

3 h 3
Avand in vedere ci A + B + C = 7 si tan(n) = /3, rezulti ci

3v/3 < tan(A) + tan(B) + tan(C)

_ 2tan(4) N 2tan(%) 2tan($)
1—tan%(4) 1-tan?(Z) 1-tan?(§)
Din (4) rezulta N x 5+ . Y 5+ 1 & 5 > %, cu egalitate daca triunghiul ABC este echilateral, adica
-z -y —z

x:y:zzé'

Problema 2.3. Determinati numerele reale a, b, ¢, d pentru care

a?+bv*=9
A +d>=16 (5)
ad + bc > 12,

cu conditia ca expresia b + d sa aiba valoare minima.

Solutie. Considerdm a = 3cosa,b = 3sina,c = 4cosf3,d = 4sinf , unde o, € [0,27]. Din
a treia relatie din ipoteza deducem ca 12cosasin + 12sinacos 5 > 12. Avand in vedere formula
sin(x + y) = sinx cos y + sin y cos x, rezulta ca sin(a + 5) > 1.

Din moment ce sinz € [—1,1], devine evident ci sin(a + 8) = 1. Obtinem o + 8 = J sau a + 3 = 2.

Problema 2.4. Fiex,y,z € (0,00), astfel incat x + y + z = xyz. Ardtati ca:
x z 3v3
TR — <33

Vi+a? 142 V1+22 2

Solutie. Din Propozitia 2.3 rezulta ca exista un triunghi A BC ascutitunghic, astfel incatx = tan A,y =
tan A

V1+tan? A

tan B, z = tan C. Deoarece avem sin A = sirelatiile analoage, inegalitatea de demonstrat

devine

sinA+sinB +sinC < 3\2/3,

inegalitate cunoscuta in triunghi.

3. Inegalitatea lui Gerretsen
Propozitia 3.1 (inegalitatea lui Gerretsen). Au loc inegalitdatile
16Rr — 512 < p2 < AR? + ARy = 37“2,

unde notatiile sunt cele cunoscute.
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Propozitia 3.2 (inegalitatea lui Euler). Are loc inegalitatea

R > 2r.

Propozitia 3.3. Avem urmatoarele formule utile
a)y cosA=1+4

b.) Y sinA =3

2,2 4p2
c.) 3 cos Beos O = B AR

4R?

d.) > sin BsinC = pQTTJgARr
e) Sa?cos A = f3p? = 2R+ 1) (4R +7)]

Problema 3.1. Demonstrati ca 2

cos? A 5
cosBcosC —

Solutie. Aplicam inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwarz si astfel obtinem

Z cos? A - (cos A + cos B + cos C)?
cos BcosC ~— cos Acos B+ cos BcosC + cosCcos A’

unde inlocuim cu formulele (a), respectiv (c). Inegalitatea se reduce la a arita ca

2
4(R+r) >3
p2+1r2 —4R2 —

o _ 16R*>+1? 4+ 8Rr
— p° < 3

si folosind inegalitatea lui Gerretsen, avem echivaletele 3 - (4R? + 4Rr 4 3r?) < 16R? + 8Rr + r? <
Rr + 2r? < R?, inegalitate adeviratd din inegalitatea lui Euler.

Problema 3.2. Demonstrati ca Z

sin B sin C' S 25
sinmA ~— R’

Solutie. Inlocuim sinusurile cu laturile triunghiului cu ajutorul teoremei sinusurilor, = 2R sin A.

Apoi, folosim Xa

2b2 —

pt —2p*r(4R — 1) +r?(4R +r)? si abc = 4Rrp si inegalitatea devine echivalentd

cu p?[p? — 2(4Rr + 7r?)] + r?(4R + )% > 0, care se demonstreazd usor cu inegalitatea lui Gerretsen. Se
obtine (R — 2r)(3R — r) > 0, care este evident adevarata din inegalitatea lui Euler, deci problema este

incheiata.

1
Problema 3.3. Demonstraticd > —— >
3-3 ’ 2 cos A —

Solutie. Din inegalitatea lui Euler, R > 2r <= 3R > 6r <= % > 6. Ar ramane de aratat ca

2

cos A —
1

1 3R
> —.

2 a? + b + 2

ZcosA B ZazcosA ~ S a%cos A’

t

Folosim identitatea (e). Deci,

2
_ 4Rp > @
EBP?2 = 2R+r)4R+1r)] — r

5p° < 3(8R* 4 6Rr + 1?)

Aplicand inegalitatea lui Gerretsen obtinem

(R—2r)(2R + 3r) > 0,

evident adeviarata din inegalitatea lui Euler.

4
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4. Alte aplicatii ale trigonometriei

Trigonometria nu este folositoare strict matematicii, dimpotriva, este probabil cea mai utilizata
ramura a acesteia in multiple domenii, cum ar fi: inginerie, fizica, arhelologie, astronomie.

Trigonometria sferica este cruciala in astronomie. Aceasta studiaza poligoanele de pe sfera si relatiile
dintre laturile si unghiurile lor, si este din motive evidente foarte importanta.

Coordonatele orizontale ale unui astru o sunt : indltimea deasupra orizontului (h) este unghiul
format de directia spre astru cu planul orizontului. Adesea, in locul inaltimii, care este mai greu de
masurat se utilizeaza complementul ei 2 = 90°—h, numit distanta zenitala, adica unghiul format de
verticala locului cu directia spre astru.

Coordonatle orare ale unui astru o sunt declinatia (¢), care este unghiul format de raza corespunzatoare
astrului cu planul ecuatorului ceresc si unghiul orar (H), care este unghiul format de meridianul ceresc
al locului cu cercul orar al astrului

Propozitia 4.1 (Formula cosinusurilor). Triunghiurile sferice satisfac teorema:
COS v = €OS ¢ €OS § + sin ¢ sin § cos

unde « ,0,¢ sunt unghiurile triunghiului sferic.

Problema 4.1. Ce valoare trebuie sa aiba declinatia unui astru pentru ca el sa treaca la meridian,
la zenitul locului?

Solutie. Conditiile impuse cer ca directiile OZ si Odo sa coincida. Pentru ca astrul trece la meridian,
unghiul orar este H = 0. Aplicim formula cosinusurilor cu H = 0 si obtinem

COSz = COS ¢ COS O + singsind
cos z = cos(d — ¢)
z2=0—¢

Deoarece steaua trece la meridian, prin zenitul locului, avem z = 0, deci 6 = ¢.

5. Concluzii

Se observa cd anumite probleme se pot demonstra mult mai usor cu ajutorul trigonometriei, iar
unele probleme trigonometrice merg mana in mana cu geometria. Studiul trigonometriei este asadar
foarte util, avand in vedere ca ne ciocnim de ea atat la concursuri, cat si in viata de zi cu zi.
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