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Abstract

Awise saying tells us that we ought to love our enemies
despite the sorrow they’ve put us through. Thus, I chose
to give trigonometry one more chance and I ended up
being introduced to awhole other side of it, which helped
me understand it at a much deeper level.
Through trigonometry,weare able to create unexpected
bridges between algebra and geometry, fact that gives
a rather unique magic to it.
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1. Introducere

Țintamaterialului de față este să prezinte cititorului două dintremetodelemai puțin cunoscute, dar

totuși des întâlnite, de demonstrare a inegalităților sau a identităților trigonometrice.

Notațiile sunt cele cunoscute:

• a, b, c – laturile triungiului ABC

• A,B,C – unghiurile triunghiului ABC

• R – raza cercului circumscris trunghiului ABC

• r – raza cercului înscris triunghiului ABC.

Simbolul
∑

este folosit înmodobișnuit, parcurgând toate elementele triunghiului care sunt precizate.

De exemplu,
∑

a = a+ b+ c.

2. Inegalități cu substituții

Propoziția 2.1. Dacă A+B + C = kπ, k ∈ Z, A,B,C 6= (2k + 1)
π

2
, atunci

tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

Propoziția 2.2. Dacă x, y, z ∈ (0, 1) și xy + yz + zx = 1, atunci există un triunghi ascuțitunghic

ABC, astfel încât x = tan
A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
.

Proof. Deoarece x, y, z ∈ (0, 1), rezultă că există α, β, γ ∈
(
0 ,

π

4

)
astfel încât

x = tanα
y = tanβ
z = tan γ

(1)
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Din ipoteză rezultă că x =
1− yz

y + z
, deci

tan =
1− tanβ tan γ

tanβ tanβ
= cot(β + γ).

Deoarece α,
π

2
− (β+α) ∈

(
0 ,

π

2

)
, obținem α =

π

2
− (β+α), deci α+β+ γ =

π

2
. AlegemA = 2α,B =

2β,C = 2γ. Atunci A+B + C = π și A,B,C ∈
(
0 ,

π

2

)
.

Propoziția 2.3. Dacă x, y, z ∈ (0,∞) și x + y + z = xyz, atunci există un triunghi ascuțitunghic

ABC, astfel încât x = tanA, y = tanB, z = tanC.

Proof. 
x = tanα
y = tanβ
z = tan γ

(2)

Presupunând că yz = 1, din ipoteză obținem y+ z = 0, deci y2 = −1, fals. Ca urmare, yz 6= 1 și din

ipoteză avem x =
y + z

yz − 1
, deci tanα =

tanβ + tan γ

tanβ tan γ − 1
sau echivalent tan(−α) = tan(β + γ). Rezultă

β + γ = −α + kπ, k ∈ Z. Cum α + β + γ ∈
(
0 ,

3π

2

)
, va rezulta k = 1, deci α + β + γ = π. Alegem

A = α,B = β,C = γ și proprietatea este demonstrată.

Propoziția 2.4. Dacă x, y, z ∈ (0,∞) și x2 + y2 + z2 + xyz = 4, atunci există A,B,C ∈ [0 , π2 ), cu
A+B + C = π, astfel încât x = 2 cosA, y = 2 cosB, z = 2 cosC.

Proof. Deoarece x, y, z > 0, din relația dată deducem că 0 < x ≤ 2, 0 < y ≤ 2. Atunci putem găsi

A,B ∈ [0, π2 ), astfel încât {
x = 2 cosA
y = 2 cosB

(3)

Ecuația z2 + xyz + x2 + y2 − 4 = 0, cu necunoscuta z, are discriminantul δ = (4 − x2)(4 − y2) =

16 sin2A sin2B ≥ 0. Deci z =
−4 cosA cosB ± 4 sinA sinB

2
. Alegem z = −2 cos(A + B) = 2 cosC,

unde C = π −A−B.

Problema 2.1. Arătați că pentru toate valorie admisibile ale variabilelor a, b, c ∈ R are loc relația

a− b

1 + ab
+

b− c

1 + bc
+

c− a

1 + ac
=

a− b

1 + ab
· b− c

1 + bc
· c− a

1 + ac

Soluție. Se observă de la o poștă că ar trebui să ne folosim de relația tan(u − v) =
tanu− tan v

1 + tanu tan v
.

Există x, y, z ∈ (−π
2 ,

π
2 ), astfel încât a = tanx, b = tan y, c = tan z . Relația dată devine tan(x − y) +

tan(y − z) + tan(z − x) = tan(x− y) · tan(y − z) · tan(z − x) , care este adevărată conform Propoziției

2.1, cu condiția (x− y) + (y − z) + (z − x) = 0.

Problema 2.2. Fie x, y, z ∈ (0, 1), astfel încât xy + yz + zx = 1. Arătați că x
1−x2+

y
1−y2

+ z
1−z2

≥ 3
√
3

2 .
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Soluție. Din Propoziția 2.2 rezultă că există un triunghi ABC ascuțitunghic astfel încât
x = tan

A

2

y = tan
B

2

z = tan
C

2

(4)

Din convexitatea funcției tangente pe intervalul
(
0, π2

)
deducem că

tan

(
A+B + C

3

)
6

tan(A) + tan(B) + tan(C)

3
.

Având în vedere că A+B + C = π și tan(π) =
√
3, rezultă că

3
√
3 6 tan(A) + tan(B) + tan(C)

=
2 tan(A2 )

1− tan2(A2 )
+

2 tan(B2 )

1− tan2(B2 )
+

2 tan(C2 )

1− tan2(C2 )
.

Din (4) rezultă
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
≥ 3

√
3

2 , cu egalitate dacă triunghiul ABC este echilateral, adică

x = y = z =
√
3
3 .

Problema 2.3. Determinați numerele reale a, b, c, d pentru care
a2 + b2 = 9
c2 + d2 = 16
ad+ bc ≥ 12,

(5)

cu condiția ca expresia b+ d să aibă valoare minimă.

Soluție. Considerăm a = 3 cosα, b = 3 sinα, c = 4 cosβ, d = 4 sinβ , unde α, β ∈ [0, 2π]. Din

a treia relație din ipoteză deducem că 12 cosα sinβ + 12 sinα cosβ ≥ 12. Având în vedere formula

sin(x+ y) = sinx cos y + sin y cosx, rezultă că sin(α+ β) ≥ 1.
Din moment ce sinx ∈ [−1, 1], devine evident că sin(α+ β) = 1. Obținem α+ β = π

2 sau α+ β = 5π
2 .

Problema 2.4. Fie x, y, z ∈ (0,∞), astfel încât x+ y + z = xyz. Arătați că:

x√
1 + x2

+
y√

1 + y2
+

z√
1 + z2

≤ 3
√
3

2

Soluție. Din Propoziția 2.3 rezultă că există un triunghiABC ascuțitunghic, astfel încât x = tanA, y =

tanB, z = tanC. Deoarece avem sinA =
tanA√

1 + tan2A
și relațiile analoage, inegalitatea de demonstrat

devine

sinA+ sinB + sinC ≤ 3
√
3

2
,

inegalitate cunoscută în triunghi.

3. Inegalitatea lui Gerretsen

Propoziția 3.1 (inegalitatea lui Gerretsen). Au loc inegalităţile

16Rr − 5r2 6 p2 6 4R2 + 4Rr = 3r2,

unde notațiile sunt cele cunoscute.
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Propoziția 3.2 (inegalitatea lui Euler). Are loc inegalitatea

R ≥ 2r.

Propoziția 3.3. Avem următoarele formule utile

a.)
∑

cosA = 1 + r
R

b.)
∑

sinA = p
R

c.)
∑

cosB cosC = p2+r2−4R2

4R2

d.)
∑

sinB sinC = p2+r2+4Rr
4R2

e.)
∑

a2 cosA = r
R [3p

2 − (2R+ r)(4R+ r)]

Problema 3.1. Demonstrați că
∑ cos2A

cosB cosC
≥ 3.

Soluție. Aplicăm inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwarz și astfel obținem∑ cos2A

cosB cosC
≥ (cosA+ cosB + cosC)2

cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA
,

unde înlocuim cu formulele (a), respectiv (c). Inegalitatea se reduce la a arăta că

4(R+ r)2

p2 + r2 − 4R2
≥ 3

⇐⇒ p2 ≤ 16R2 + r2 + 8Rr

3

și folosind inegalitatea lui Gerretsen, avem echivaleţele 3 · (4R2 + 4Rr + 3r2) ≤ 16R2 + 8Rr + r2 ⇐⇒
Rr + 2r2 ≤ R2, inegalitate adevărată din inegalitatea lui Euler.

Problema 3.2. Demonstrați că
∑ sinB sinC

sinA
≥ 2S

R
.

Soluție. Înlocuim sinusurile cu laturile triunghiului cu ajutorul teoremei sinusurilor, a = 2R sinA.
Apoi, folosim Σa2b2 = p4 − 2p2r(4R− r) + r2(4R+ r)2 și abc = 4Rrp și inegalitatea devine echivalentă
cu p2[p2 − 2(4Rr+7r2)] + r2(4R+ r)2 ≥ 0, care se demonstrează ușor cu inegalitatea lui Gerretsen. Se

obține (R− 2r)(3R− r) ≥ 0, care este evident adevărată din inegalitatea lui Euler, deci problema este

încheiată.

Problema 3.3. Demonstrați că
∑ 1

cosA
≥ 6.

Soluție. Din inegalitatea lui Euler, R ≥ 2r ⇐⇒ 3R ≥ 6r ⇐⇒ 3R
r ≥ 6. Ar rămâne de arătat că∑ 1

cosA
≥ 3R

r
.∑ 1

cosA
=

∑ a2

a2 cosA
≥ a2 + b2 + c2∑

a2 cosA
.

t
Folosim identitatea (e). Deci,

4Rp2

r
R [3p

2 − (2R+ r)(4R+ r)]
≥ 3R

r

5p2 ≤ 3(8R2 + 6Rr + r2)

Aplicând inegalitatea lui Gerretsen obținem

(R− 2r)(2R+ 3r) ≥ 0,

evident adevărată din inegalitatea lui Euler.
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4. Alte aplicații ale trigonometriei

Trigonometria nu este folositoare strict matematicii, dimpotrivă, este probabil cea mai utilizată

ramură a acesteia în multiple domenii, cum ar fi: inginerie, fizică, arhelologie, astronomie.

Trigonometria sferică este crucială în astronomie. Aceasta studiază poligoanele depe sferă și relațiile

dintre laturile și unghiurile lor, și este din motive evidente foarte importantă.

Coordonatele orizontale ale unui astru σ sunt : înălţimea deasupra orizontului (h) este unghiul

format de direcţia spre astru cu planul orizontului. Adesea, în locul înălțimii, care este mai greu de

măsurat se utilizează complementul ei z = 90◦−h, numit distanţă zenitală, adică unghiul format de

verticala locului cu direcţia spre astru.

Coordonatle orare ale unui astru σ sunt declinația (δ), care este unghiul format de raza corespunzătoare

astrului cu planul ecuatorului ceresc și unghiul orar (H), care este unghiul format demeridianul ceresc

al locului cu cercul orar al astrului

Propoziția 4.1 (Formula cosinusurilor). Triunghiurile sferice satisfac teorema:

cosα = cosφ cos δ + sinφ sin δ cosα

unde α ,δ,φ sunt unghiurile triunghiului sferic.

Problema 4.1. Ce valoare trebuie să aibă declinația unui astru pentru ca el să treacă la meridian,

la zenitul locului?

Soluție. Condițiile impuse cer ca direcțiileOZ șiOδσ să coincidă. Pentru că astrul trece lameridian,

unghiul orar esteH = 0. Aplicăm formula cosinusurilor cuH = 0 și obținem

cos z = cosφ cos δ + sinφ sin δ

cos z = cos(δ − φ)

z = δ − φ

Deoarece steaua trece la meridian, prin zenitul locului, avem z = 0, deci δ = φ.

5. Concluzii

Se observă că anumite probleme se pot demonstra mult mai usor cu ajutorul trigonometriei, iar

unele probleme trigonometrice merg mână în mână cu geometria. Studiul trigonometriei este așadar

foarte util, având în vedere că ne ciocnim de ea atât la concursuri, cât și în viața de zi cu zi.
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