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The power function in Group Theory
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NGEN

Scopul acestui articol este de a prezenta cateva proprietati interesante ale functiei f(z) = 2P peste
un grup G, unde p este un numar natural nenul. Vom structura articolul pe doua parti, prima parte
fiind compusa dintr-o serie de rezultate remarcabile, iar a doua parte fiind alcatuita din probleme care
pot fi rezolvate natural cu ajutorul lemei de mai jos. Pentru a familiariza cititorul cu notatiile folosite
in continuare, vom nota cu Z(G) centrul grupului G, adica multimea {y € G | zy = yz,Vz € G}, si
vom accepta cunoscut faptul ca Z(G) e subgrup al lui G. De asemenea, vom prezenta fara demonstratie
Teorema lui Cauchy, de care vom avea nevoie pentru a motiva proprietatile de mai jos.

Teorema. (Teorema lui Cauchy) Fie G un grup de ordin n. Fie p un numdr prim astfel incat p|n.
Atunci numarul solutiilor ecuatiei P = e in G este un multiplu nenul al lui p. In particular rezulta ca
in G exista cel putin un element de ordin p.

Lema. Fie G un grup finit de ordin n. Atunci functia f: G — G, f(x) = aP este bijectiva daca si
numai dacd (n,p) = 1.

Demonstratie.

»,=  Presupunem prin absurd cd (n,p) = d > 1, atunci existd ¢ numar prim cu ¢|d. Din Teorema lui
Cauchy vom avea cd existd a € G cu ord(a) = ¢. Asadar ¢|p si deci vom avea f(a) = af = (aq)g =i =
e = f(e) sicum f einjectivd = a = e, fals. Deci (n,p) = 1.

»<" Cum G e finit, e suficient sd ardtam ca f e injectivd. Cum (n,p) = 1 = Ju,v € Zcuun + vp = 1.
Din f(a) = f(b) = aP = b’ = a"P = b*P = a7 = pl %" gi cum 2" = ¢,Vx € G varezulta a = b, adici
f einjectiva, deci bijectiva. O

Observatie. O forma mai puternica a lemei de mai sus a fost enuntata de Sorin Radulescu si Ion Savu:
Fie G un grup cu proprietatea ca exista n € N*, n minim cu z" = e, Vo € G (se spune ca G e de exponent
n) sifie functia f: G — G, f(x) = zP. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) (n,p) =1
b) f einjectiva

¢) f esurjectiva

Copyright ©2021 by the authors. Submitted for possible open access publication under the terms and conditions of the
Creative Commons Attribution license (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/). This work is licensed under CC BY

4.0
ISSN



Journal XGEN, Vol. 1, No. 2, 2022 https://opacj.org

d) f ebijectiva

Demonstratie.

»a) =b)” Cum (n,p) =1 = Fu,v € Zcuun+ vp = 1.

Din f(a) = f(b) = a? = WP = a'P = b"P = o} 7% = ! """ gi cum 2" = e,Vz € G varezulta a = b, adicd
f einjectiva

,b) = a)” Presupunem ci (n,p) = d > 1,decin = d-m, cum € N*. Cum 2" = (2™)? = ¢,Vz € G =
Ju € G cuu? = e. Dacd am avea 2™ = e,Va € G ar rezulta o contradictie intre m si minimalitatea
lui n, asadar 3z¢ € G cu ' # e, dar cum (27')¢ = e = e varezulta f(2J') = f(e), contradictie cu
injectivitatea lui f. Deci (n,p) =1

»,b) =d)” Cumb) = a) = (n,p) = 1. Fieu,v € Zcuun+vp = 1sifunctiag: G — G, g(z) = 2¥. Avem
flg(x) =g(f(z) =2 =27 =z deci fog=go f = 1g, adica f e bijectivd, cu g = f~1.

,d) = ¢)” Clar.

»C) = a)” Presupunem cé (n,p) = d > 1 si fie ¢ un divizor prim al lui d.

Cum functia f e surjectivd, vom avea cd Vy € G,3x € G cu f(x) = 2P = (mg)q = g($§), unde g: G —
G, g(x) = 27, deci si g e surjectiva.

Dacad am avea z? # e,V € G,cume = 2" = (l,q)% ar rezulta, conform surjectivitatii lui g, ca
e,Vx € G, adica o contradictie intre 4 si minimalitatea lui n, asadar 3z¢ € G cu z{ = e.

Fie y un element astfel incat ord(y) = max{ord(z) | qlord(z),z € G}. Fiet = ord(y).

Cum f e surjectiva, 3z € G cu 2P = y, deci ord(zP) = t. Fie s = ord(z). Atunci avem ca ¢t = @. Cum ¢
divide pe p, ¢ si s avem ca ¢ divide si pe (p, s), decis =t (p,s) > t-q > t, contradictie cu maximalitatea

n
q —

lui ¢. Deci (n,p) = 1. O
Propozitia 1. Daca intr-un grup finit G avem xP = e,Vx € G, unde p e numar prim, atunci 3k € N
cu ord(x) = p.
Demonstratie.

Presupunem prin absurd ci ord(G) nu are forma p*, cu k& € N. Atunci J¢-prim, diferit de p, cu ¢|ord(G).
Din Teorema lui Cauchy = 3z € G cu ord(z) = ¢q. Cum 2P = e = 27 va rezulta ci 2(P9 = ¢, iar din
(p,q) = 1 rezultd = = e, fals.

Deci ord(G) = p¥, cuk € N. O

Propozitia 2. Fie G un grup. Daca functia f: G — G, f(x) = aP este un morfism surjectiv atunci
2Pl e Z(G),vx € G.

Demonstratie.
Fie z,y € G. Atunci 3!z € G cu zz = y, deci 2P~ 'y = 2P~ !(22) = 2Pz. Cum f e surjectivi = Ju € G cu
uP = z. Deci, cum f e morfism vom avea 2P~ 1y = 2Pz = 2PuP = (zu)? = z(ux)?~'u = z(uz)P (ux) " tu =

ruPzPr~tutu = xzaPr~! = yzP~1 deci vom avea ci 27! € Z(G),Vx € G. O
Consecinta. Fie G un grup de ordin n. Daca functia f: G — G, f(x) = aP e un morfism surjectiv

(deci, automorfism al lui G) si (n,p — 1) = 1, atunci G e abelian.

Demonstratie.
Fie z € G. Din propozitia anterioard rezultd cd P! € Z(G). Cum 2" = e € Z(G) sicum Z(G)-grup, va
rezulta cd z("?~1D = z! = x € Z(@), iar cum pe x 1-am ales arbitrar = Z(G) = G, adici G e abelian. [J

Problema 1. Fie G un grup finit cu proprietatea ca P = e, Vx € G si y?2? = 2%y, Vy,z € G,unde p e
un numar prim impar. Demonstrati ca G e abelian.

Demonstratie.

Problema pare inatacabila cu tehnici elementare, dar folosind Propozitia 1. vom avea cd ord(G) = p
si cum p-impar = (ord(G),2) = 1, deci functia f: G — G, f(z) = 22 este bijectiva.

Ipoteza se scrie f(y)f(z) = f(2)f(y),Yy,z € G, iar notand f(y) cu u si f(z) cu v, vom avea cd uv =
vu, Vu,v € Im f, iar cam Im f = G va rezulta ca G e abelian. O

k
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Problema 2. Fie G un grup comutativ de ordin impar. Aratati ca produsul elementelor sale este egal
cu e.

Demonstratie.
Cum (ord(G),2) = 1 vom avea ci functia f: G — G, f(z) = 22 este bijectivd, asadar G = Im f = {22 |
x € G} sicum G e abelian vom aveacd [[ x = [[ 22 = ([] #)?, deci [] =e. O

el zelG zeG zeG

Problema 3. Fie grupul G sin € N>, astfel incat functia f: G — G, f(z) = 2" este un automorfism
al lui G. Demonstrati ca:

a) functia g: G — G, g(x) = 2™ este un endomorfism a lui G;
b) daca g e injectiva sau surjectiva, atunci G e abelian.
Gheorghe Andrei, OJM 1994

Demonstratie.
Din Propozitia2. siipoteza = 2" € Z(G),Vx € G.
a) Din ipotezd = (xy)"t! = 2"yt ve gy € G, adicd x(yx)"y = z2"y"y,Vz,y € G, de unde
(yz)™ = z"y™ = y"a",Va,y € G, deci g e morfism.

b) Daca g e injectiva, atunci din (zy)"” = 2"y" = y"z" = (yx)",= zy = yz,Vz,y € G, deci G e
abelian.

Daca g e surjectiva, atunciVy € G,3z € Geuy = 2" = xy = 22" = 2"z = yx,Vo,y € G,deci G e
abelian.

O

Problema 4. Fie G un grup comutativ cu n elemente. Pentru fiecare k € Z definim G, = {z* | z € G}.
Daca a,b € Z i (a,b) = d, aratati cd G,Gp, = G dacd si numai daca (d,n) = 1, unde G,G, = {u-v | u €
G, S;'i v e Gy }

Dana Heuberger, Concursul ,,Nicolae Coculescu”, 2010

Demonstratie.

Universal demonstram urmatoarea: G,Gp = Gg4.

Fie g € G,G). Avem ci I(z,y) € G%cu g = z° - y°, deci, cum d|a si d|b vom avea g = (z4)
cum G-comutativ va rezulta ci g = (x% . y%)d deci g € G4,Vg € GGy, adica G,Gy, C Gy.
Ramane si ariatam ci G,Gp D Gy.

Din (a,b) = d = 3s,t € Zcusa+th = d. Fieh € Gg, atunci 3z € G cu h = 2%, deci h = 2%+ =
(2%)® - (2')°, asadar h are forma 2 - 3°, cu z,y € G (x = 2%,y = 2), deci h € G,Gy,Vh € Gy, adicd
G.Gp D Gy, deci GGy = Gg.

Revenim la problema:

Tinand cont de lem4, vom avea ci functia f: G — G, f(z) = 2 e bijectivi (Im f = G) daci si numai

d. (ya)?si

daca (d,n) = liar cum G,Gy = G4 = Im f varezulta G,Gy, = G < (d,n) = 1. O
Problema 5. Fie G un grup cu ord(G) = 6k + 1,k € N. Aflati numérul solutiilor ecuatiei 2° = y? in
G.

Solutie.

Cum (ord(G),2) = (ord(G),3) = 1, functiile f,g: G — G, f(x) = 23, g(z) = 2? vor fi bijective. Asadar
pentru orice z, € G, 3!(yq,a) € G? cu z? = y? = a, deci numirul solutiilor ecuatiei 23 = y? in G2 este
chiar ord(G). O

Problema 6. Fie grupul G si functia f: G — G, f(r) = 2. Aritati cd dacd f e un endomorfism
injectiv sau surjectiv al lui G, atunci G e abelian.
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Demonstratie.

Din f-morfism = (zy)? = 23y3, deci (yz)? = 2%y%,V2,y € G
Daci f e surjectivd, atunci din Propozitia2. vom avea cd t? € Z(G),Vt € G, deci vom avea (yz)? =
y?2? de unde va rezulta xy = yz, deci G e abelian.

Dacd f e injectivd, o serie de calcule ne di ci (yz)? = 2%y? = (y2)! = (2%9?)? = yla
yrrt = Prdyxr = yrat = 23y = ya?, deci 2? € Z(G),Vz € G. Atunci avem (zy)? =
(yx)? si din injectivitatea lui f iese ¢d xy = yz, deci G e abelian.

1= (yx)Pya
23 = yird

Ol

Problema 7. Fie G un grup de ordin p, cu p € N3 astfel incat existd n € Z pentru care functiile
f,9: G—= G, f(x) = 2" sl g(x) = 2”2 sunt endomorfisme surjective ale lui G. Demonstrati ci

a) Daca p este impar, atunci G e abelian;

b) Daci p e par, p # 2¥(k € N), atunci |Z(G)| > 3
Dana Heuberger

Demonstratie.
Din Propozitia2. si ipotezi vom avea cd 2"~ ! si 2"t € Z(G),Vx € G.
Fied = (n — 1,n+ 1), atunci d € {1,2}. Cum Z(G) e grup = z(*~17*tD) = 24 ¢ Z(Q),Vz € G
a) Cum d € {1,2} si p-impar = (d,p) = 1 = functia f: G — G, f(z) = 22 e bijectivd, deci notAnd
pex?cuyvomaveacdy € Z(G),Vy € Im f = G, deci Z(G) = G, adicd G e abelian.

b) Din 2|p si Teorema lui Cauchy = Ja € G cu ord(a) = 2. Din p # 2% = J¢g-prim impar cu q|p, si
din nou, din Teorema lui Cauchy = 3 € G cu ord(b) = q.
Dacan-par=d=1= Z(G) =G = |Z(G)| > 3.
Dacd n-impar = d = 2 = 22 € Z(G),Vz € G, decisib? € Z(G),iarcum b? = e € Z(G) si Z(G) e
grup = b9 = b € Z(Q).
Demonstram cd si a € Z(G): din f-morfism = (az)" = a"2" = az”, iar din g-morfism =
(az)"t? = a"t22"*2 = qz"*2, iar cum (ax)"™? = (ax)?(az)", folosind relatiile de mai sus va
rezulta azazaxz™ = ax"t?, deci raxa = 22, de unde axa = x, si cum a este propriul siu invers
= ax = za,Vz € G, adicd a € Z(G).
Asadar {e,a,b} C Z(G)sicume # a #b# e = |Z(G)| > 3.
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