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Introducere

In aceastd lucrare studiem problemele regulate Sturm-Liouville cu conditii la limitd auto-adjuncnte.
Exista doud metode de baza disponibile pentru astfel de studii: teoria operatorilor si teoria functiilor
complexe. In aceastd lucrare este utilizata teoria operatorilor pentru a da estimiri mai bune ale autovalorilor

problemelor Sturm-Liouville atunci cand perturbadm functia potential.
Sectiunea preliminara

Pornind de la rezultatele lui P. Kosowski din [6] si [8], generalizam rezultatele principale ale acestor articole
pentru probleme Sturm—Liouville de forma urmatoare
—x"+qx=2Arx pel[ab], [1]

cu conditiile la limita

ax(a) + a'x(a) = 0, Bx(b) + B'x(b) =0
unde a, o', B, B’ € R.
Vom presupune ca lucram pe multimea numerelor reale si ca sunt satisfacute urmatoarele proprietati:
1. p(t) este continuu diferentiabila pe [a, b] si p(t) > 0,Vt € [a, b]
2. q(t) este o functie continua pe [a, b]
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3. r(t) este continuu diferentiabila pe [a, b] si r(t) > 0,Vt € [a,b]
4. lal + Bl > 0sila’| +[B'| > 0.
Consideram multimea

D = {x € L?[a, b]:x,x’ continue si X" € L?[a,b], ax(a) + a’'x(a) = 0, Bx(b) + p'x(b) = 0}.
Pentru x € D considerdm operatorii

{Ex = —x" + q(t)x, 2]
Lx = —x" + q(t)x,

unde q si § sunt in C[a, b].
Fie A, autovaloarea de ordinul k a primei probleme si Ay autovaloarea de ordinul k a celei de-a doua
probleme k = 1,23, ....

Rezultate principale

Teorema 1. Daci [|q — §||e = SUPtefapylq(t) — (0] < eatunci |4 — Ay | <& Vk=1,2....
Demonstratie. Avem —e < q(t) — q(t) < € pentru fiecare t din [a, b]. Este suficient sd ludm in considerare
doar una dintre inegalitati, de exemplu, cea din dreapta q(t) <e+q(), te][ab].
Este binecunoscut faptul ca fiecare valoare proprie a problemei Sturm—Liouville satisface principiul minmax
al Iui Poincaré, care afirma ca
) (Lx, x)
Ax = min max ——,
HicDO#xeH) (X, X)

unde Hy reprezintd orice subspatiu k-dimensional al lui D, iar R[x] este raportul lui Rayleigh pentru prima

problema considerata, adica,

_(Lxx)
R[x] = x)’

unde N[x] = (Lx,x) si D[x] = (x,x).

Integrand prin parti calculam
b b b
N[x] = J(—x" + gx) xrdt = J(x’2 + gx?)rdt— [xx'r]? + J r'xx' dt.
a a a
Conditiile la limitd sunt normale si separate, deci problema este bine definitd. Mai precis, dacd notam
BC = —[xx'r]®, atunci termenul BC poate fi exprimat astfel ca BC = Bx?(b) — Ax?(a), unde constantele A, B
sunt reale, de unde

ar 1 b, s
A = min max Jy &%+ gx®)rdt+ [, r'xx"dt + BC

a
HycDO#xeHK fb %2 rdt

f;(x’z) rdt+ f;‘(q +¢)x*rdt+ fabr 'xx’ dt + BC
< min max

a
HycDO#xeHK fb %2 rdt

=7\k+€.

Similar obtinem ci Ay < Ay + €, de unde |7\k - 7\§| < €. Acest lucru completeaza demonstratia. [

Corolarul 1. Presupunem ca functia q din problema neperturbata din relatia [2] depinde de un parametru p cu
o constantd Lipschitz C > 0, astfel incat |q(t,s) — q(t,p)| < C|s — pl, t € [a,b], s,p € R. Atunci fiecare Ay
depinde continuu de p cu aceeasi constantad Lipschitz.

Demonstratie. Pentru s si p fixati, este suficient sd ludim & = C|s —t| si sa aplicim teorema Teorema I,
obtinand astfel
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A(s) —A(p)l < Cls—pl Vvk=12,..
U
Pentru a simplifica discutia, ajutd sa presupunem ca L este un operator pozitiv, ceea ce, conform teoremei
Courant-Fischer-Poincare, este echivalent cu a avea o cea mai mica valoare proprie A; > 0. Aceasta poate fi
realizata inlocuind q(t) cu q(t) + A%, unde A* este astfel incat A* + A; > 0; acest lucru doar deplaseaza toate
valorile proprii in sus cu A* fard a schimba esential problema. De acum finainte, facem presupunerea
mentionatd mai sus; astfel, sirul de valori proprii {A;}j-4 satisface inca o inegalitate:

0<A <A <Az < eee

Sa notam cu F operatorul simetric mirginit Fx = (q — §)x definit pentru t € L2(a,b). Incepem cu o lema
simpla, ce ne oferad o estimare a normei operatorului pentru eroarea relativa.

Lema 1. Conform presupunerii de mai sus, urmatoarea inegalitate este valabila, pentru fiecare k = 1,2,3, ...
X — A
Ay
Demonstratie. Din Teorema Teorema 1 rezulta ca

|7\;—Kk| <Ig—qllo=IlFllz.

< [IL7H] - 1IFII.

Sa observam ca

Ak

<IFI ! = F -t
—_— Al - .

[

Teorema 2. Conform presupunerii de mai sus, urmitoarea inegalitate este valabila, pentru fiecare k =

1,2,3, ... |}\k}\_—}\k| < p(L™1F), unde p reprezinti raza spectrala.
k

Demonstratie. Este cunoscut faptul ci L™1: C([a,b]) —» D existd si este un operator integral cu un nucleu

continuu, prin urmare extensia sa pe L2(a,b) este compacta. L1 este de asemenea pozitiv definit, deci are
1 1 1
radacina patrata unica Lz, care este un operator pozitiv definit. Fie F = L™ 2FL" 2. Este binecunoscut faptul ca

fiecare valoare proprie a problemei Sturm-Liouville satisface principiul minmax al lui Poincaré, care afirma ca

_ (Lx,x)
A = min max ,
HyeD,dim(Hy) =k x€H\{0} (X, X)

unde Hy, reprezinta orice subspatiu de dimensiune k a lui D.
Deoarece (Lx, x) > 0 pentru 0 # x € D, putem scrie raportul lui Rayleigh pentru ecuatia perturbata astfel:

(Ixx)  (Lx,x) _ (Fx, x)
T(xx) (x%,X) (1 + (Lx,x)>'

-~

R[x]

Este usor de verificat ca
(Fx,x) (F&,R)
(Lx,x)  (X%)

unde 0 # x € L?([a, b]) este definit ca L_%x — x. Deoarece F este si auto-adjunct, avem
F* =F,
ceea ce implica ca
(Fx,x) = (x, Fx).
Acest lucru ne ofera
(F%,%)
2, %)

< IFl = p(F).

Deoarece p(AB) = p(BA) cu conditia ca A si B sa fie marginite, vedem ca
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- 11
p(F)=p (L‘zFL z) = p(L71F).
Din cele de mai sus rezulta ca
R[x](1 - p(L7'F)) < R[x] < R[x](1 + p(L"'F)).
Aplicand caracterizarea "minmax", deducem ca
M(1=p(L7!F)) < Xy < (1 +p(L7*F))

si astfel
A — A
= < p(L7'F)),
Ak
care este estimarea dorita. [
A - d? = d2 ~ .
Exemplul 1. In acest exemplu perturbdm operatorul L = T la operatorul L = —qztdcu aceleasi

conditii la limitd u(0) = u(m) = 0, unde functia § = q(t) este dupa cum urmeaza:

( 1
2t, pentru t € (O, E]

1 1
q) =41 trut€ |-, m—=
{Q) { ) pentru [2,11 2]

1
kZ(‘l‘[ —t), pentruté€ [T[ — E,‘l‘[] .

Pentru problema Sturm-Liouville neperturbati avem valorile proprii Ay = k? si functiile proprii xi(t) =

2 . . A . . .
\/;sm(kt) (unde k = 1,2, ...). Metoda de calcul riméne aceeasi si rezultatele sunt prezentate in tabelul de mai

jos:
k Ak e — A p(L71F)), [IL™2]| - [IF]|
Ak
1 1.98691 0.98691 0.98742 1
2 4.95277 0.23819 0.98742 1
3 9.91021 0.10113 0.98742 1

Exemplu 2. Un contraexemplu care demosntreaza necesitatea utilizarii normei infinit pentru functia potential.
Utilizarea normei L2 nu ne conduce la aceleasi rezultate; adici estimarea
e = Al < lla =l

unde
1

b 2
Il = (j |f(t)|2dt>

Sa ludm in considerare doud ecuatii —u” + q; (t)u = Au si —u” + g, (t)u = Au pe intervalul [0,1], unde
q.(t) = 0.1-tsiqg,(t) = 0.1-t2, cuaceleasi conditii la limitid u(0) = u(1) = 0. Vom calcula o aproximare a
celei mai mici valori proprii ale acestor ecuatii. Apoi, rezultatele cu acuratetea de 5 zecimale sunt urmatoarele:

nu este valabila.
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A =9.91959, A% = 9.89786.
Astfel, diferenta |7\§1) - 7\52)| = 0.02173 este mai mare decat 10~3 = 0.001.

Exemplu 3. Problema lui Schrédinger — Oscilatorul armonic.

Consideram ecuatia oscilatorului armonic
" 1 2
—Xx +§t x=Ax, x-0,]|t] > oo.

Acest exemplu este un model bun pentru anumite sisteme oscilante din fizica si mecanica.

Autovalorile ecuatiei oscilatorului armonic

@ Potentialul initial °
® Potentialul perturbat

Autovaloare

2 4 6 8 10
Index

Fig.1. Autovalorile problemei initiale si
autovalorile problemei perturbate liniar cu factorul
0.5. (Python). Autor: Octavia-Maria Hapenciuc

Exemplu 4. O problema de dinamica structurala.

Consideram o coardd uniforma de lungime L fixatd la ambele capete. Functia u(x) reprezinta deplasarea
verticala de-a lungul lungimii sale, iar p(x) denote densitatea variabila a coardei.

Problema Sturm-Liouville care genereaza vibratia acestei coarde poate fi descrisa de urmatoarea ecuatie
diferentiala:

d2
—El@u(x) + p(x)ux) = Au(x)

unde:
. E este modulul de elasticitate al materialului coardei,
. [ este al doilea moment de arie al sectiunii transversale a coardei,
. p(x) este densitatea variabild a materialului coardei, si
. A este parametrul valorii proprii care reprezinta frecventele naturale ale vibratiei.
Conditiile la limita pentru aceasta problema sunt:
u(0)=0 si ulL)=0

unde O si L sunt capetele fixate ale coardei.
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In acest exemplu, presupunem cé densitatea coardei variaza liniar de-a lungul lungimii sale, data de:

p(x) = po + ax

unde p, este densitatea constanta coardei si o este un coeficient care reprezinta rata de schimbare a densitatii
pe unitatea de lungime.

0.8 1 1
0.6
04 r 05
X104.745 [ X 395.428 X 879.902 X 1558.16 X 2430.22 ‘
YO0 Yo YO YO Yo X 395.678 X 1558.41 X 2430.47
U @ o © o Yo Yo Yo
nlLe 0] . ®© . 7

X 104.995 X 880.152 X 3496.31
0.2r Yo Yo Yo
-04r1

051
-0.6 r
-0.8
500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Fig. 2. Autovalorile problemei initiale si ale
problemei perturbate cu factorul a=0.5 (Matlab). Autor:
Octavia-Maria Hapenciuc

Valoarea autofunctiei

0.04

0.02

0.00

=0.02
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|Diferenta dintre autovalori|
Autovaloarea 1: 0.24997183568076764
Autovaloarea 2: 0.25000840086613607
Autovaloarea 3: 0.2500050055615475
Autovaloarea 4: 0.2500030664236874
Autovaloarea 5: 0.2500020372340259
Autovaloarea 6: 0.2500014432548596
Autovaloarea 7: 0.2500010732055671
Autovaloarea 8: 0.25000082809674495
Autovaloarea 9: 0.2500006580921763
Autovaloarea 10: 0.25000053516305343
Fig. 3. Modulul diferentei dintre autovalori

(Python). Autor: Octavia-Maria Hapenciuc

Autofunctiile problemei initiale

— Autofunctia 1
— Autofunctia 2
—— Autofunctia 3
— Autofunctia 4
— Autofunctia 5
—— Autofunctia 6

Autofunctiile problemei perturbate

0.04

0.02

0.00

Valoarea autofunctiei

-0.02

0.0

04 06

Fig.

—— Autofunctia 1
~— Autofunctia 2
—— Autofunctia 3
—— Autofunctia 4
—— Autofunctia 5
— Autofunctia 6

4. Autofunctiile problemei initiale si ale

problemei perturbate cu factorul a=0.5 (Python). Autor:

Octavia-Maria Hapenciuc
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