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Abstract

Introducere

The starting point of this paper is the central results
of the article by Al-Dolat and Jaradat, “A
of the inequality
accompanied by new numerical radius upper

refinement Cauchy-Schwarz

bounds”. The purpose of this paper was to
generalize the results obtained by them and to
obtain an improvement of those inequalities. This
aspect is concretely presented based on an example.
An improvement of the inequality of means was used
in the proofs, which led to some better results for
inequalities on certain powers of numerical radius
of some operators.
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Fie (E,+,¢) un spatiu vectorial. Aplicatia (-,-): E X E —» C, numitd produs scalar, indeplineste

urmatoarele proprietati:
e (x,x)=0,(V)x € Esi{x,x)=0 & x
e (xy)=(x)(Mxy€eEL;

0;

e (proprietatea de omogenitate): {ax,y) = alx,y)si{x,ay) = alx,y),(¥) x,y € E,(V) a € C;

e (proprietatea de liniaritate): (x1 + x2,y) = {(x1,y) + (x2,y),(V) x1,x2,y € E.

Fie (E,+,k), unde K = R sau K = C un spatiu vectorial. Aplicatia || - [I: £ - R, = [0, +00), numita

normd, are urmatoarele proprietati:

e [xll=0e x =0

e (inegalitatea triunghiului A): |lx + vyl < x|l + llyll, (V) x,y € E;

o x|l = [2]- lIxl, (") x € E,(¥V) 1 € K.
= E = spatiu liniar normat peste K

Lema 1. (Inegalitatea Cauchy-Schwarz)

e, Y2 < Nxll - llyll? & Koyl < llxll - llyll, (V) x,y € E

(C-S)

Un spatiu Hilbert este un spatiu Banach in care norma este datd de un produs scalar, adicd existd produsul

scalar (-,-) astfel incat:

Vo x) = llxll © (xx) = x>, (W) x € E
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Definitia 1.
Fie H un spatiu Hilbert peste corpul K. O functie A : H — H se numeste operator liniar si o notam A €
L(H) daca indeplineste urmatoarele conditii:

o Alx+y)= Alx) +AQ), (V) x,y € H;

o Alax) = aA(x),(V)x € H,(V)a € K.

In continuare, vom utiliza si urmatoarea notatie: A(x) = Ax.

Definitia 2.

Un operator A € L(H) se numeste operator mdrginit daca (3) M > 0 astfel incat

lAx|l < Mllx|l, (v) x € H.

Vom nota cu B(H) multimea operatorilor liniari si marginiti definiti pe un spatiu Hilbert complex H.

Sectiunea preliminara

Definitia 3.
Cea mai mica constantd M cu proprietatea ||Ax|| < M||x|| se numeste norma operatorului A si se noteaza
Al
lAll = sup [|lAx]|.
llxl =1

Definitia 4.
Fie A € B(H) un operator liniar si marginit. Se numeste raza numericd a operatorului A numarul
w(A) = sup [{(Ax, x)].

llxll =1

Definitia S.
Fie A € B(H) un operator liniar si marginit. Se numeste numdrul Crawford al operatorului A numarul
c(4) = inf |[(Ax, x)|.

llxll =1

Inegalitati fundamentale:
Mai jos sunt prezentate citeva inegalititi fundamentale pentru ||A||, w (4) si c(A):

lAxIl < llAll - llx|l, (v) A € B(H), (V) x € H (1)
[{(Ax, x)| < w(4) - lIxlI*,(¥) A € B(H), (V) x € H )
[(Ax, x)| = c(4) - lIxll*, () A € B(H), () x € H )
supjx =iyi=11{Ax, y)| = lAll, (v) A € B(H) (4)

lAx|P = (Ax, Ax)z = \/(A*Ax,x)p = \/(|A|2x,x)p, (V)AEBH),(V)xeH,(M)peR (5

Proprietatea 1.
[1] Daca A € B(H) este un operator normal, adica A*A = AA", atunci are loc egalitatea:
AP = 1AP]l, (¥) p € N". (6)
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Inegalitati

Teorema 1.
(1) u2)
Fie A € B(H). Atunci avem urmatoarea dubld inegalitate: w(A4) < [|All < 2w(A), care justifica, de

asemenea, faptul cd w(A) este o norma echivalenta cu || A]|.

Inegalitatea /1 se demonstreaza imediat aplicand inegalitatea Cauchy-Schwarz:

(=) (1) ,
[{(Ax,x) < [lAx]l - [lx][ < llA]l - [lx]| (7
Trecind la sup , obtinem: w(4) < ||A]l, adica I1. m

llxll = 1

Observatia 1.
Exista 8 € R astfel incat [(x, y)| = e!%(x, y).

Proprietatea 2.
Pentru orice operator A € B(H) are loc urmitoarea inegalitate: w(42) < w?(4).

Definitia 6.
Un operator A € B(H) se numeste pozitiv dacd (Ax,x) = 0, (V) x € H.

Observatia 2.

Evident, orice operator pozitiv este autoadjunct, adica A = A*. Mai mult, orice operator autoadjunct este
normal, adici A*A = AA*, deci are loc (6). De asemenea, pentru orice A € B(H), operatorii A*A = |A|? si
AA* = |A*|? sunt pozitivi. In plus, |A|?P si |A*|?P sunt operatori pozitivi, (V) p = 0, si bineinteles ci suma
lor este un operator pozitiv, de unde rezulta ca:

Q)
0 < (1417 +14"12P)x,x) = (AP + |4*|2P)x, x)| < |[1AI7P + 4" |22 - |l ”. (8)

Introducem mai jos céateva rezultate importante care vor fi utilizate in demonstratiile ulterioare.

Lema 2. (Inegalitatea Holder-McCarthy) [2]
Fie A € B(H) un operator pozitiv si x € H cu proprietatea ci ||x|]| = 1. Dacir > 1, avem ca:
(Ax, x)" < (A"x, x).

Lema 3.
Fie o functie f nenegativa si convexa pe intervalul [0, o) si A, B € B(H) doi operatori pozitivi. Atunci:

)

Observatia 3.
Functia f:1 = R, f(x) = xP este convexa pentru (V) p = 1 si atunci are loc urmatoarea inegalitate:
Ax+A=-DY)P <P+ (A -DyP,(M) x,y e, (V) 1€ (0,1).
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A . 1 <
In cazul particular, pentru 4 = ~» avem ca:

p P p
<x+y> Sx +y
2 2

S (x+y)P <2P71(xP +yP), (V) x,y € L

Lema 4.
Fie A € B(H). Atunci pentru (V) x,y € H avem: [(Ax, y)|? < (|A|x, x) - {|A*|y,y) |, unde A* este operatorul

1
adjunct al lui A, iar |A| = (A*A)z este valoarea absoluta a lui A.

Lema 5.
(Dragomir in [3]) Fie A,B € B(H) sir = 1. Atunci: " (B*A) < %llIAlzr + |B|?7]|.

Lema 6. (Inegalitatea Buzano, extindere a inegalitatii Cauchy-Schwarz)
Fiea,b,e € H cu ||e|| = 1. Atunci:

1
{a, eXe, b} < - (llallllbll + {a, bY).

Lema 7. (Al-Dolat si Jaradat in [4])
Fiea,b € H. Pentru (V) a = 0 are loc:

1 2 2 2 2
l{a, b)I* < —llallllblli{a, b) +——llall*lblI* < llalI*lIII". )

Rezultate principale

Observatia 4.
Din inegalitatea mediilor (GM < AM) si din cazul particular al Observatiei 3, obtinem:

p a+b\P 1 aP+bP
— P hp padiliedl - — p
vab =+aPb S(Z) 2p(a+b) < o

(10)

Lema 8.
Fie a,b =0 si p > 1. Atunci are loc urmatoarea inegalitate, care reprezintd de fapt o imbunatitire a
inegalitatii mediilor (GM < AM):
1,2 2 1 2
(ab)pSZ—p(a +b)p—2—p(a—b) P, (11)

Schema de demonstratie:

Consideram functia f: [1,+0) = R, f(t) =tP -1—-(t—1)P,p > 1.

Deoarece f'(t) =0, (V) t=1, (V) p=1 = f este crescitoare =tP — 1>t -1, Mt=1,V)p =
1.

Fiea=f>0= % > 1. Facem substitutia t = =

B
a? — P = (a — PP, (V) a,f = 0,a = B.

si obtinem ca are loc inegalitatea:
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. a’+b? a—-b)?
Consideram a = ,,8=( 2),cua,b20,a¢b:

2
<a2 + b2>” _ <(a — b)2>” N <a2 +b® (a- b)2>” o
2 2 2 2

1 1
& (ab)? < o (a? + b?)P — o5 (a = ).

In cazul particular cind a = b, obtinem egalitate in (11).
Prin urmare inegalitatea (11) are loc (V) a,b = 0,(V)p=>1.m

Lema 9. (Generalizare a Lemei 7)
Fiea,b € H. Pentru (V) a = 051 (V) p = 1 are loc:

(@, b)I2P < —llall” b1 Ka, B)IP + = lall*"IIbII*" < llallI*IIblI*P. (12)

1 |
a+1 +1

Demonstratie:

Prin ridicarea la puterea p a inegalitatii (9) obtinem:

1 a p
2p << 2 2) .
Ka, )P < (—— llallliblll{a, b)l + ——llall*lIb]
fn Observatia 3, inlocuind A = ﬁ x = llallllblll{a, b)| siy = llall*|Ib]|*, obtinem ca:
1 a 5 \P 1 a ) )
b|ll{a, b b)s PIIbIIP Ka, b)|P PIIb|IP.
(o= lalliblila, b + ——= llall*lIbl) < —— lalIbIPI(a b)IP + —— llal [

Astfel, am demonstrat prima inegalitate.

Mai departe, utilizind Inegalitatea lui Cauchy (C-S) pe care o ridicim la puterea p ([{x, y)|? < |Ix|I” - llylI"),
vom obtine rezultatul final, adica:
a

2 2 2 2
—qhall PN < NalllblI™. m

l{a, b)|?? <

1
p 14 p
——llal” 61" (a, D)1 +

Lema 10. (Generalizare a inegalititii Buzano (Lema 6))
Fiea,b,e € H cu|le|| = 1. Pentru (V) @ = 0si (V) p = 1 are loc:

a, e)e, )P < = lall ™ 1611 + —— llall”IbI” (e, b)IP.  (13)

Demonstratie:
Pornim de la Lema 6 pe care o ridicdm la puterea 2p si obtinem astfel:

1
I{a, eXe, b)I*P < o (llalllibll + I{a, )D?P.
Utilizand inegalitatea din Observatia 3 pentrup — 2p sid = % vom avea ca:

(lalllibll + Ka, b)D? < 222~ (llall*P IBI*F + Ia, b)I?P).
Deci, l(a, e)e, b)I?? < =227 (llall*”IIbII*” + a, b)) < = (lall* IIBI*” + [{a, b)I?P).

5 XGEN



http://www.opacj.org/star

STAR, Vol. 3, No. 1,2024

Pentru a obtine 1nsa rezultatul enuntat, utilizam Lema 9

I(a, eXe, b)I?P < > (||a||2p||b||2” + @, b)IPP +—
||a||2”||b||2p

a
lall1B1 e, B)IP +—— llall” 161
a+1

lall”lIblI”|{a, b)IP.

20+ 2

= b)|?P <
[{a, e){e, b)| _2a+2

Observatia S.
Particularizand pentru p=1 rezultatul anterior, obtinem urmatoarea inegalitate, prezentata de Mohammed Al-

Dolat si Imad Jaradat in [4]:

l{a, eXe, b)I” < 5 llallliblli{a, b))I.

Teorema 2.
Fie A € B(H). Atunci pentru (V) a = 0 si (V) p = 1 are loc inegalitatea
e CPUAR - 4D (14

2 12112, . p( A2
T AP + 4RI P (D)) - 2222

4p 2a+1 4 *
(@ < 5 (=21 + 1411 +

Demonstratie:
Daca in Lema 10 consideraim e = x,a = Ax, b = A*x, atunci avem ca:
—— | Ax|I” [|A* x| [{Ax, A*x)|P <

A A* 2p < Ax 2p A* ZP
[, x), A" < 2o 4 ] e
= [(Ax, x)|*? < P 2(IAIZx x)P(|A"|%x, x)P + T 2\/(IAIZx %) A 22,20 [(42x, x)IP.,
Mai departe, utilizim inegalititile (10) (pentru a = (|A|%x, x) si b = (|A*|?x, x)) si (11) si obtinem ci:
10 2a+1 11 1
[{Ax, x)|*? < —((IAIZx x)% + (|A*|2x, x)*)P — —((IAIZx, x) = (|A*|*x, x))??
an 2a + 2

i 2 x|2 D. 2 p
Yo 2 2p((|x‘1|xxH-(MIxx)) [(A%x, x)|P =

2+1 1
= 4p *|2 2p<
(A, )| 45— —2p<(|| — 14"z, 0)% <
Lema 2
-—((IAIZx, x) +{|A* 2%, )P - [(A%x,x)|P <
McCarthy

2¢ +1 1
AZ 2+ A*Z 2p+
(|A]%x, x)* + (|A*|?x, x)*) o 12

“2a+2 2P
iz : ; Zip((IAI“’x x) + (A" *x, x)P + o 1+ 5 2—p((|A|2x x) + (|A*]%x, x))P - [{A2%x, x)|P <
o 4 D 4 20 (1A~ 147 0 <
< ZLPGZ : ; ((AI* + 1A ]M)x, x)P + 2a1+ 5 ((1A]%2 + 14%|?)x, x)P|{A?%x, x)|p>.

In continuare, aplicim inegalitatile (2), (3) si (8) si obtinem ci

20+1 1
4p 2p 2 ]2 4p
(A, )[40 4 2 e (1412 = APl <
1 2a+1 2 1
< 4 * Py 2 *|12||P 2p p(a2 2p>_
o (G AL+ 1A PP ™ + S 1T + 147 1P el 0P (A2 ]
XGEN
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Trecem 1n inegalitatea anterioard la sup si obtinem rezultatul enuntat anterior:
lxll =1

1 <2a+1

Al*+ AT 141° +
g 12 A HAPI 45—
20+1 1

— S5 <P AR — 1471, m

w(4) < =

3 AP + 1P () ) -

Observatia 6.
Inlocuind p = 1 in rezultatul de mai sus, obtinem o imbunititire pentru urmitoarea inegalitate prezentati de
M. Al-Dolat si I. Jaradat in [4]: (imbunatatirea consta in termenul marcat cu rosu)
+1 1 20 +

2a 1
4 < A4 A*4 AZ A*Z AZ _ 2 AZ—A*Z.
WH(A) < T AP+ 147+ T AT + 14" Pllo(4?) = T 2 (1417 = [4°]%)

Observatia 7.

In Teorema 2, egalitatea are loc dacd A este operator normal.

Corolarul 1.
Fie A € B(H). Pentru (V) a = 0 si (V) p € N* are loc:

1 (2a+1 1
P(4) < — AP+ 1A 4P + —= A2 + 14" 2PwP(4?) ) <
w ()_2p<2a+2|||| |A*]*]] 2a+2|l|| |4 121" wP (4%)
1(2a+1 1
- Al*P + |A**P)| + Al%P 4+ |A*?P||wP (4%) ) < S [IIAI*P + |A7|*7].
_2<2a+2|||| + 14717l 2a+2|l|| |A*[*P || P (A*) 2|||| |A**P]]
Demonstratie:

Din Teorema 2, avem ca:

2a+1 1
2P (1A% — |A*]?
S5 5 P UA = 14T

1 (2a+1 1
(A <— A+ 1471417 + —= 11412 + 14" 2P wP (47) | —
3 ()_2p<2a+zllll+| 17+ 5= AP + AP 0P (4%)

1 (2a+1
= w*(4) < —< AL+ 1471417 +

A2 + 14712 |P wP (42) ).
7\ 20 12 20(+2||||+| 12]]" wP( ))

In continuare,

B Zi” GZ : ; QA1+ 1471521+ 2a1+ S 110141 + |A*|2)p”‘”p(‘42)> f(x):L::';:ojwexi
< 2%(;2 : ; 2P| AP + |A*|*P)| + ST 7 20-1[|4|2° + |A*|2p||a)p(A2)> _
_ %(;Z : ; A4 + |A*|*7]] + 2a1+ - 14122 + |A*|2p”wp(A2)>_
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Mai departe, utilizim Lema 5 pentru B = A* sir = p, adicd wP (42%) < %ll |A|?P + |A*|?P|| si rezulti ci:

1/2a+1 Lema5
> A*P + 1477 + AlPP + |A*PP|lwP(A%) ) <
2<2a+2n|| 47191+ 5—— A1 + 4" 2P lloP (4)
20+ 1 1
< Al*P + |A**P|| + Al?P + |A*)12P)| = ||| AP + |A*|?P|| =
e AP+ 121+ AP + AP A1 + 1422
20+ 1 1 2 (6)
= Al*P + |A*]*P)| + Al?P +14%)%P|° =
g AP + 121+ AP + |47 )
20+ 1
= Al*P + |A*]*P)| + Al?P + 14*2P)?|.
e AP+ 1Pl 11141 + 147222
Consideram functia f: [0,0) - R, f(x) = x?, care este convexi si nenegativa si in conditiile Lemei 3, avem:
28 Ly a4 oo + 1qae +1a2p2) <
da + 4 8a + 8 -
20 +1 1
< Al*P + A7 *P]] + Al*P + AT *P|| = S |[JAI*P + |A*]*P]. m
e AP L4121+ AL + 17 = S 1AL + |4 )

Observatia 8.

Corolarul 1 este o generalizare a urmatorului rezultat din [4], obtinut atunci cand p = 1:

1/2a+1
4A < A4 A*4
a)()_ZQa+ZM| 1A+ 5

1
1417 + IA*IZIIw(A2)> < S A+ 1471,

Teorema 3.
Fie A,B € B(H). Pentru (V) a = 051 (V) p = 1 are loc inegalitatea:

1 1 a a 1
(B A <—<— A2 + |BI2IPwP (B A) + —— ||| Al* B“’)——-—ZP A2 = |BJ?).
WP (B"A) < (7 1AI° + [BIFI 0P (B*A) + ———[lIAI* + [BI*II" | = ———- o5 c* (14]* — |BI*)
Observatie:

Dacé in Lema 9 consideram a = Ax si b = Bx, atunci avem ca:

1 a
[{Ax, Bx)|?* < —— || Ax|I”1|Bx|I”|{Ax, Bx)|P + —— ||Ax||*||Bx||*".
a+1 a+1

Mai departe, in demonstratia acestei teoreme se utilizeaza pasii din demonstratia Teoremei 2.

Observatia 9.
Pentru p = 1 se obtine o imbunatatire a urmatorului rezultat din [4]: (imbunatatirea consta in termenul marcat
cu rosu)

w?(B*A) <

a
IAI? + BI?llw(B*A) + A"+ 1BI*Il -

2 2 1p|2
2a + 2 20 + 2 a2z ¢ UAF=I1BI%).

Corolarul 2.
Fie A, B € B(H). Pentru (V) a« = 0si (V) p € N* are loc:

1 1 a
20(B*A <—(— A2 + |BI?|IPw?(B*A) + ——|||A]* B4p><
w?( )_Zp a+1|l||+|||lw( )+a+1||||+|||| <

1/ 1 a 1
< =(——1llAI?? + |B|??||w? (B*A) + ——|||A|*? B4p)<— Al*? + |B|*P]|.
<5 (S5 AP + 1B 0P (B 4) + —— 1141 +BI%][) < S 1141 + |BI*7|
Acest corolar se demonstreaza in mod similar cu primul corolar.

8 XGEN
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Observatia 10.
Corolarul 2 este o generalizare a urmatorului rezultat din [4], obtinut atunci cand p = 1:

a
Al + |BI?|lw(B*A
— 5 1412 + 1Bl (B"4) + 53—

1
w?(B*4) < A+ 1BI*Il SEIIIAI4+ IBI*II.

Teorema 4.
Fie A € B(H), a € [0,1]. Pentru (V) p > 1 are loc inegalitatea:

1 1
WP (A) < o (alllAl? + 147121 + (1 = )P (DAl + 14°1II7) - a5 P (1Al = 147D.
Observatie:

Cum «a € [0,1], avem:

2 _ 2p _ 2p Lema 4
[(Ax, x)| al(Ax, x)|°? + (1 — a)|{Ax, x)| <

< a{|Alx, X)P{) A" |x, )P + (1 — @) |{Ax, )P/ (ATx, %) (AT, %) .

Mai departe, in demonstratia acestei teoreme se utilizeaza pasii din demonstratia Teoremei 2.

Observatia 11.
Pentru p = 1 avem o imbunatatire a urmatoarei inegalitdti, rezultat prezent in lucrarea [4]: (imbunatatirea
consta in termenul marcat cu rosu)
a l1-«a a
w?(4) < S AP + AP+ —— (DAl + A7l = 5 c* (1Al = 147D

Observatia 12.

In Teorema 4, egalitatea are loc dacd A este operator normal.

Observatia 13.
In [5], F. Kittanch a demonstrat urmatorul rezultat: w(4) < % [[1A] + [A*]]l, pentru (V) A € B(H).

Ridicam inegalitatea de mai sus la puterea p, cup = 1:

1 ciip © 1 . Lema3 1 -1 .
wP(A) < AL+ A = SZHdAl+1ATDPI < 52270 AP + APl <=

© wP(4) < AP + 14717, (15)

Corolarul 3.
Fie A € B(H), a € [0,1]. Pentru (V) p € N* are loc:

1
w?(4) < 2—1[,(a|||x4|2 +14°121° + (1 = P (DAl + 14"1IIP) <

1 1
< 5 @lAPP + 4171l + (1 = P (DA + A1) < S NAIP + AT,

Acest corolar se demonstreaza in mod similar cu primul corolar.

Observatia 14.
Corolarul 3 este o generalizare a urmatorului rezultat din [4], obtinut atunci cand p = 1:
l—«a

1
5 @A+ A1 < S A1 + 14712

a
w?(4) < S IIAI + A7)+
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Considerdm operatorii matriceali 4, B € B(C?), unde: A = (f 0 ),B = (1 0 )

2 0 -1

Obtinem faptul ca |[|A]? + |B|?|| = 3, I|A]* + |B|*|| = 5, w(B*A) = V2, sic(|A]?> — |B|?) = 1.
Conform lui Al-Dolat si Jaradat, urmatoarea inegalitate este adevarata:

2rp* 1 2 2 *
W (B'A) < AP + [BI2llw(B"A) +

ceea ce conduce la:

1 a
2 * < .
W (B"A) < 5o 3\/§+2a+2

Pe de alta parte, din Teorema 3 obtinem:

5= w?(B'A) < (

a 4 4
_{|j41* + B (16)
1 a p
. 3v2 -5) a >0,
2a + 2 \/_+2a+2 «

1 1 a 1 a
w??P(B*A) S—(—-Bp-\/ip+—-5p)—— —,a = 0.

2P \a +1

a+

20 a+1’

Analizand graficele din figurile urmatoare, putem observa ca pentru anumite valori ale lui p, inegalitatea din

Teorema 3 este mai buna decat (16).
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